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Introduction

Un des intérets des connexions est qu’elles permet-
tent par le lemme du vecteur cyclique de
ramener 1'étude d'un polynome d’une algebre non
commutative a celle d'un opérateur linéaire d’ordre
1. Par analogie avec les algebres commutatives de
matrices, I'étude des applications linéaires et de la
réduction d’endomorphismes est connectée a celle
des polynomes caractéristiques ou des polynomes
minimaux. Pour des applications linéaires sur un
corps la théorie des diviseurs élémentaires permet,
grace aux notions d’espaces cycliques ou stables, la
factorisation de polynomes en polynomes
irréductibles. Le but est, dans cet article, pour les
connexions sur des corps différentiels dont le corps
des constantes n’est pas algébriquement clos de
traduire certaines notions propres aux polynomes
d’endomorphismes linéaires sur des corps. Les in-
formaticiens savent obtenir I'algebre calculable des
endomorphismes linéaires qui commutent avec une
connexion en se donnant les solutions rationnelles
en M de DM = PM — MP, M et P étant
des matrices d’ordre n sur un corps, D étant une
dérivation : nous définirons dans ce qui suit le sens
de ces termes.



Sur les anneaux non commutatifs unitaires

Dans cette section A sera un anneau unitaire, non
nécessairement commutatif, {4 sera son
groupe des inversibles et dans tout 'article on ob-
tiendra les memes énoncés en remplacant gauche
ou son abréviation par droite ou son abréviation
et en renversant les produits.

Diviseurs, p.g.c.d., p.p.c.m., éléments irréductibles

Définition : Soit @ € A, on dit que b € A est
un diviseur de A a gauche si a € (b),, ou (b), est
I'idéal a gauche engendré par b. Autrement dit, si
Je € A tel que a = cb ce qu’on écrira bjga.
Définitions :

eSi £ C A alors un p.g.c.d. a gauche des
¢léments de E, s'il en existe, est un élément
d € A tel que Ve € K, dge et
(Ve e F, c‘ge> = Cjgd.

e Si E est une partie finie de A alors un p.p.c.m.
a gauche des éléments de FE, §'il en existe, est
un ¢lément p € A tel que Ve € E, ¢p et
(Ve c k. e|gq) = Digq-

e Un idéal a gauche est un sous-groupe additif
de A stable pour la multiplication a gauche
par tout élément de A.



e Un idéal a gauche T de A est dit monogene
si et seulement (3i € A) T = {ai/a € A}

e Un anneau A est principal si tout idéal Z de A
est monogene.

e Un anneau A est gradué euclidien si :

— Il est integre.

— Il existe un stathme euclidien : une applica-
tion v :  A\{0} — N telle que
(Va,b € A\{0}),(3lq,r € A) avec
a=qb+ret(r=0ouvir) <uvb).
r,q sont appelés le reste et le quotient de
la division euclidienne a gauche de a par

b.
—(Yp,q € A) v(pq) = vigp) = v(p) + v(q)
e Tout anneau gradué euclidien est principal.

Propriété : Dans un anneau A gradué euclidien
a gauche un élément a sera dit irréductible si et
seulement si I'idéal (a), est propre et maximal pour
l'ordre de I'inclusion. Dans un anneau A gradué
euclidien a gauche et qui n’est pas un corps il existe
des éléments irréductibles et tout élément qui n’est
pas inversible est divisible par un irréductible.
Preuves :

e S5i 7 est un idéal de A et i € T tel que v(i)
soit minimal. Soit @ € Z on effectue la division
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euclidienne a gauche de a par 7 : a = qi+r avec
v(r) = 0 ou v(r) < v(i). v(r) = 0 puisque
V() est minimal. Il suit que Z = (7),,.

Si Z est un idéal de A et i € T tel que v(i)
soit minimal. Soit a € Z on effectue la division
euclidienne a gauche de a par 7 : a = 1q+1r avec
v(r) = 0 ou v(r) < v(i). v(r) = 0 puisque
V() est minimal. Il suit que Z = (3),.

(a)y C (b)y & bya :

(a)y C (b)y & {za/z € A} C {zb/z € A}
a€(a)y= (Fz€A), a=zb= by

bga = (Fz € A), a = 20 =
{za/z € A} C {xzb/x € A} = (a), C (b),.
Sans utilisation de I'axiome du choix, I'assertion
(Ja € A)v(a) = Minpeav(P) est vraie.
(Vbe A), (g, r)(a=qgb+r)N\(v(r) < v(a)),
comme v(a) est minimal nous en déduisons que
r = 0 soit b,a soit (a), C (b),.

Propriété : Si A est un anneau gradué euclidien

a gauche alors :

(1) Si E C A, Tensemble des p.g.c.d. a gauche

de E est 'ensemble des a € A\{0} tels que

2 cen(€)y = (a)y

(2) L’ensemble des p.p.c.m. a gauche de

(a1,...,ay) est ensemble des a € A\{0} tels
que M7=y (ai)g = (a),.
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Preuve :

(1) Tout générateur de ) . _,(e), est un

p.g.c.d. de E :

Soit 2 C A alors ) . p(e), est I'ensemble des
sommes Y .. a;e;oua; € Aete; € E; Cet en-
semble est un idéal a  gauche

(Ja€ A)> . .ple); = (a), On a donc
V(ai,...,a,) € A", V(ey,...,e,) € E")

Jec € A, Zaiei = ca
i=1
En particulier pour n = 1 a; = a =1 on a
(Ve € E),dc € A, e = ca ce qui équivaut a
(Ve € E), ape.
De > cple)y = (a),, ilsuit quea € Y p(e),
et donc

o, ...,ap) € A", 3(e], ... €,) € E",

Soit d tel que Ve € E, dje alors
Ve € E,Jda(e) € A e=ale)d

puis



d(a(e]),...,ale))) € E"Vie{l,...,n},
e; = ale;)d

On a alors

n
a = Zoqe,}k
i=1
n
= Zaia(e;‘)d
i=1

= (Z aioz(e;‘)) d

donc dj,a et a est un p.g.c.d. de .
Tout p.g.c.d. de E est un générateur

de > cp(€)

Soit d un p.g.c.d. de E alors
Ve € E,Jafe) € A, e = afe)d

OnaV(ey,...,e,) € E"VY(ay,...,a,) € A",
Soraie; = (D00 asale;)) d ce qui entraine

Yoiae; € (d) On a donc
2 cenl€)g C (d)y
Soit ¢ tel que ) ..ple)y = (c), alors

(c)g C (d)g et Faw € A tel que ¢ = ad.
c est un diviseur commun a tout e € E et
comme d est un p.g.c.d. ¢ divise d. 1l existe



donc a, 8 dans A tels que ¢c= ad
d= pBc
c= ad el = afc
d= pfc d= pad
c(l—apf)= 0
@{du—ﬁa): 0
o . l—af=0 .
A est integre cela entrame{ - Ba=0 so1t
aﬁ—ﬁa—lsoit{gigj.Ded—ﬂcavec

B € Uy il suit que (¢), = (d),.

(2) Supposons (a), N (b), # (0), et posons
(a)y N (b)y = (m), alors m # 0.

—m est un p.p.c.m. de a et b :
m € (a), et m € (b), donc pour tout
¢lément e de {a,b} e m.
Si g est tel que tout élément e de {a, b} e|,q
alors ¢ € (a), et ¢ € (b), donc
g€ (m)y=(a),N(b), et myg.

— Tout générateur de (m), est un
p.p.c.m. de {a,b} :
Soit M un générateur de (m), alors puisque
(m)y = (a)g N (b)y : ajgM et b M.
Soit ¢ € A tel que aj,q et bj,q alors
q € (a)yN(b)y= (M), donc Myq.
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Supposons (a), N (b), = (0), :
Nous montrons le

Lemme : Si A est un anneau gradué eucli-
dien a gauche alors VP, Q, R € A:

(i) St (P)yN(Q)y = (0), alors
(PR)y N (QR)y = (0),
(ii) Si (P), N (@), # (0), alors il existe au

moins un p.p.cm. de {P,Q}, notons le
P A, @, 1l existe au moins un p.p.cm. de

{PR,QR}, notons le PR Ay QR, on a de
plus :

(Ju € Ua),
(P Ay Q)R =u(PR AN, QR)
Preuve :
(i) St (P)yN(Q)y = (0), alors :
HP = KQ = 0 = HP = KQ = 0 et
comme P, Q € A\{0} ceci équivaut a :
HP=KQ=0=H=K =0

Soient a présent H K € A tels que
HPR = KQR alors (HP — KQ)R = 0.
Mais R # 0 et A integre entrainent alors
HP = K@ qui entraine H = K = 0.
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(if) Si (P), N (Q)4 # (0), alors :
soit P A, @ un p.p.cm. de {P,Q},
1H, K € A\{0}  tel  que
PAN,Q=HP = K@. On en déduit :

(VR € A\{0}),

(PA,Q)R=HPR=KQR.

Isuit (PAQ)yR € (PR);N(QR), : il ex-
iste donc un p.p.cm. de { PR, QR}, notons
le PR A\, QR.

(3u € A\{0}), (PAQ)R = u(PRA,QR)
Mais PR A, QR € (PR), N (QR),, donc
(3H', K" € A\{0})
PRA,QR=HPR=K'QR
puis H'P = K'QQ € (P), N (Q), On a

alors

(Fv e A\{0}), HP =K'Q =v(P A, Q)
puis

(v e A\{0}),
PRA,QR = H'PR = K'QR =v(PN\,Q)R
Ju,v € A\{0} avec

(P Ay Q)R = u(PR A, QR)
{ PRA,QR =v(P A, Q)R
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donc (PN QR =uv(P Ay Q)R
PRA, QR =vu(PR A, QR)

. (1—w)(PA, QR =0 .
soit { (1—vu)(PR/ngR) 0 Mais A
(I —wv) =0 o1t

)

est integre donc {( | — o)

u,v € Uy CQFD!

Nous pouvons a présent montrer par récurrence
que

(a1, -+ an) € (A{0})" = Miglai)y 7 (0),

il suffit, pour cela, de montrer que :

(a,b) € (A{0})* = (a)y N (b)y # (0),

Si @ ou b sont des unités alors (a), N (b), est
(b)y # (0), ou (a), # (0), suivant que a ou b
est une unité. Si ni @ ni b ne sont des unités
alors nous supposons que (a), N (b); = (0),.
a =a'(aV,D)
Posons { b —(av,b)
p.g.c.d. de a et b, alors

(0)g = (a)gN(b)g = (a'(a V, b)) ,N(b(a Vy b)),

— Supposons que (a’), N (M), # (0), :
alors il existe un p.p.cm. de {a’,0'} et,

ou a 7 b est un

par le lemme qui précede, un p.p.c.m. de
{d'(a v, b),V(a V, b)} que nous notons
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a' Ngb et aNgbet
Ju € Uy, (a' Ay b)(aV,b) =ulaN,b)
on en déduit que

(@ Ay b)(a Vv, b))g = (a g b))y

= (a)g N (b)g = (0),
ceci entraine que (@’ A, V')(a Vy,b) = 0 et
donc, puisque a’ Ay b # 0, a V, b = 0 qui
entraine a = b = 0 : ce qui est contradic-
toire.

— Supposons que (a’), N (M), = (0), :

(0)g = (d'(aVyb))yN(V(aVyb)),
= (a)g N (b)g

de sorte que

(@ Vyb)g=(a)g+ (b)g = (a)y  (b)
Soient f,g € A telsque aV,b = fa+ gb
alors (aVgyb)g = (fa)y+(gb)y = (a)®(b),.

De (a)y@®(b)g = (fa+gb)y = (fa)y+(gb)g
il suit que f,g € Ua.

De

(@Vyb)y = (a)y & ()

(a Vg b)g - (a’(fa + gb))g + (b'(fa + gb))g
(aVyb), = ((a"+b)fa), + ((a"+ b")gb),
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il suit que (@' +V')f € Uya ce qui entraine
que a’ + 0 € Uy puis (a’), + (b'), = A soit
(Ve € A)JH, K € A, v = Hd' + KV

Nous prouvons a présent ’assertion

(Fx ¢ (a)) AN(Fr=Gd')=F=G=0

Soient H, K € A tels que v = Ha' + KV
alors  Fux = Ga'  entralne que
(G — FH)d = FKUV et comme
(a)yN (), =(0), FK =G —FH =0,
A est integre : (F = 0)V (K = 0). Si
K = 0 alors x € (a'),. Si nous choisis-
sons x & (a’), alors K # 0, donc F' = 0
et puisque Ga' = Fx et a' # 0 il suit
G=F=0.

Nous concluons : 'assertion
(3x ¢ (a)) AN(Fr=Gd' )= F=G =0
équivaut a l'assertion
(Va & (a)g)(a')g N (z)y = (0),
1 ¢ (d), (sinon a € Us) donc

(0)y = (a')yN (1), = (a), ce qui contredit
que a’ £ 0.

Si ay,...,a, € A\{0} alors D’assertion
démontrée

(@£ 0)A(b#0)= (aN;b), = (a),N(b),
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permet une récurrence qui montre que
I’ensemble des p.p.c.m. de {ay,...,a,}
est D’ensemble des générateurs de

ﬂ?:l(ai>g'

Sur les dérivations sur les anneaux commutatifs
Définitions

Soit (A, +, X) un anneau commutatif unitaire et
(M, +) un groupe commutatif

Si de plus M est muni d'une loi externe x de

A x M dans M vérifiant, pour tous éléments a et
bde Aet x,y de M :

(Dax(z+y)=axx+axy

2) (a+b)xx=axz+bxuzx

3) (axb)xx=ax(bxuz)

4 1xzrx=x

Nota :0On prendra garde de ce que le + sur A
n’est pas le + sur M, il en est de meme du X
sur A et du x sur M. La différence fondamen-
tale entre module et espace vectoriel vient de
ce que ['opération externe de multiplication ne
peut-étre inversée comme c’est le cas d’un es-

pace vectoriel sur un corps. On peut dire qu’un
A-module M est un espace vectoriel sur lequel
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on a oublié la possibilité d’inversion, c’est
les modules sont importants en théorie algébrique
des nombres.

Une dérivation D d'un anneau commutatif
(A, +, x) a valeurs dans un A-module (M, +, X)
est une application additive de A dans M qui
satisfait 'identité de Leibnitz :

(V(a,b) € A) D(a x b) =a x D(b)+ D(a) x b

Définition : Si D est une dérivation sur un an-
neau de caractéristique ¢ alors l'ensemble
{r € A/D(z) = 0} est un anneau dont la
caractéristique est celle de A. On 'appelle I'anneau
des constantes et on pourra le noter Ap.

Preuve : Ap est le noyau d'une application ad-
ditive, c’est un groupe additif, c¢’est aussi le noyau
d’'un demi-groupe. multiplicatif par l'identité de
Leibnitz. A et Ap ont meme caractéristique
puisque 1 € Ap.

Quelques exemples

Un exemple linéaire

Le paradoxe des rames, c’est qu’elles ne sont pas
linéaires, Jérome K. Jérome, citation
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apocryphe

Si K est un corps de caractéristique 0, K[ X] son
anneau des polynomes, D est la dérivation des
polynomes, D' la dérivation i-tme, avec
D = Id alors 'anneau des polynomes St ga;D
est gradué si on choisit v (Y ;. aiDi) comme le
grand entier 7 tel que a; # 0 et ¥(0) = 0. On note
cet anneau K [X]|[D], son corps des constantes est
K. SiP,Q e KIX][D] alors Px QY Po Q.
K|[X]|D] est euclidien par la formule du binéme

;D' x b;D) =Y " Cla;D"(b;) D"
k=0

La structure de K[X]|[D] peut s’enrichir d'une
opération externe K[X| x K|X|[D| - K|X]|[D]
par

a.P(D) Y D" x P(D)
L’algebre (K [X]|[D],+, X, .) est doublement non-
commutative.
Propriété :

(i) La famille (D"),en est une famille-base des es-
paces vectoriel K[X|[D].

(ii) L'anneau K| X]|D] est gradué euclidien a gauche
et a droite.

(ili) U x) p) est ensemble des opérateurs de degré
0 a coefficient sur K, il est isomorphe a K'\{0}.
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Preuve :

(i) Nous montrons le
Lemme : L = Y " ja;D" avec a, # 0 est
K-lin¢aire, son noyau est un K-espace vecto-
riel de dimension au plus égale a n.
Preuve: Sin = 0alors L(s) = ags. L’équation
L(s) = 0 a pour ensemble de solutions {0} es-
pace vectoriel de dimension 0. SiL =", a; D",
avec a, # 0 et n > 0, soit 'équation L(s) = 0
n’a pas de solution non nulle, auquel cas son en-
semble de solutions est {0} espace vectoriel de
dimension 0, soit 'équation L(s) = 0 possede
une solution non nulle sq : nous effectuons alors
le changement d’inconnue s = syu. Par la for-
mule du binome

D'(ay) = 3 CLD' (@)D" (v)

onvoit que L(spu) = H(u), avec H =Y _"' b; D"
avec b, = ap, by = L(sg) = 0, de sorte que
H(u) = J(D(u)) ot J = S0 b1 D'
L’équation H(u) = 0 est équivalente au systeme

J(v)=0

{ D(u) =wv
Nous appliquons I’hypothese de récurrence pour
J : le K-espace vectoriel V' des solutions de
J(v) = 0 est de dimension au plusn — 1, si £
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est Lespace vectoriel D™V, p la projection
canonique £ — FE/ker(D) = E/K, il existe
un isomorphisme

i:E/K - DE)=DD V) cV

tel querop=D.

E/K est isomorphe a D(FE) espace vectoriel
de dimension finie au plus n — 1, comme K est
un espace vectoriel sur lui-meéme de dimension
1, E est donc un espace vectoriel de dimension
finie au plus égale a n sur K.

[’espace vectoriel des solutions de H(u) = 0
est de dimension au plus n, et comme toute
solution de L(s) = 0 s’exprime par s = syu
avec 5o # 0 et u solution de H (u) = 0, I'espace
vectoriel des solutions de L(s) = 0 est de di-
mension au plus égale a n.

La famille (D),en est une partie libre de
K[X]||D] : Supposons qu'une combinaison
linéaire finie de cette famille est nulle alors un
opérateur L = Sl ga; D' avee
(ag,...,a,) #(0,...,0) € K[X]" est nul. Ce
qui revient a dire que K[X] est inclus dans
I'espace vectoriel des solutions de L(u) = 0;
hors un tel opérateur a au plus n solutions
K-linéairement indépendantes et le K-espace
vectoriel K[X] est de dimension infinie : il y
a contradiction et la famille (D),en est une
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partie libre de K[X][D]. Cette famille est par
définition

génératrice de K[X]|[D] : c’en est donc une
base.

(ii) Soit L = > ja; D" avec a, # 0, on pose
deg(L) = n : deg est un stathme euclidien.
Nous considérons la formule du binome

a; D' x b;D’ = chazp’f VDR

et nous en servons pour construire les divisions
- de
euclidiennes. Posant b = > i) ®)p, D nous

1=
considérons les trois suites (rn)neN, (Gn)nen,

Eo — 0
(En)neN ou g =0 et
o = a
= Max(0,deg(r,—1) — deg(b))
Gn = Qn—1 T CC5nrn 1*D€nb ol Tp—1%

'n =Tpn—-1— an
est le coefficient dominant de r,_;. Pour la
division euclidienne a droite nous considérons
les trois suites (7)nen, (@n)nen, (En)nen OU
Eo — 0
q =0 et
o = a
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en = Max(0,deg(r,_1) — deg(b))
— rn—l*Dafn

dn Gn-1 + bgnbdeg(b)

T'n = Th-1— bgn

est le coefficient dominant de r,_;. Ces suites

OU Ty 1%

sont stationnaires a partir de l'indice
i* = Maz(0,deg(a) — deg(b)) ot 74+, ¢ sont
le reste et le quotient de la division a gauche
(Resp. a droite) de a par b. Ceci prouve que
K[X][D] est euclidien gradué a gauche (Resp.
a droite).

(iii) Soit a €  K[X]|[D] inversible alors
db € K[X][D], ab = ba = 1 ceci entraine
que deg(a) 4+ deg(b) = 0 soit a,b € K[X] et
comme @ est inversible dans K[X] c’est que

a € K\{0}. Réciproquement si a € K\{0}
alors a est inversible d’inverse a '

On pourra alors écrire le p.g.c.d. et le p.p.c.m.
a gauche (Resp. a droite) en choisissant 1 pour
coefficient dominant du coefficient dominant du

terme de plus haut degré d'un opérateur de

K[X]|D].

Les p.g.c.d. se programment alors formellement
par 'algorithme des divisions euclidiennes comme
on le pratique au college avec les entiers.
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Sur les connexions modulaires et vectorielles
De quoi s’agit-il?

Définition Si D est une dérivation sur un anneau
commutatif unitaire (A, +, x) a valeurs dans un
A-module (M, 4+, x,.) alors une connexion V de
dérivation D est une application de M vers M telle
que :

(1) Yo,y € M, V(z +y) = V(z) + V(y) (addi-
tivité)
(2) V(z,a) € M x A,
V(ar) =a.V(x)+ D(a).x
(identité de Leibnitz)

Nota : Cette notion n’est pas a proprement parler
géomeétrique, toute géométrie ne pouvant se fonder
sans algebre, elle permettra une qualification locale
des singularités d’ équations différentielles.
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Un exemple linéaire

Si E = K[X][D] alors Tapplication
. | KIX][D] — K[X][D]
V { P s Dx P est une connex-

ion modulaire telle que pour tout idéal a gauche I
D(i) C (1), = V() C I

Preuve : si I = (i), alors Vo € K[X][D]
D(zi) = x x D(i) + D(x) x i C (i),

L’identité de Leibnitz permet aussi de démontrer
que pour toute connexion modulaire V et tout
idéal a gauche I de générateur 7 :

D(i) C (i), = V() CI
Un cas particulier d’anneau sous-jacent et de connexion

Un corps est un cas particulier d’anneau et dans
tout ce qui suit A sera un corps de caractéristique
0 muni d'une dérivation sur lui-meéme et de di-
mension infinie sur ces constantes, des exemples
de tels anneaux A sont donnés par A = K(X)

ou A = K((X)) muni de la dérivation -%. On
ne considérera les connexions, dites connexions
vectorielles, V de dérivation D que comme ap-
plication d'un espace vectoriel V' de dimension n

sur A vers luli-meéme.
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Matrice d’une connexion vectorielle et formule de changement de base

Matrice d’une connexion vectorielle 01t 3 = (61, ceey en)
une base du A-espace vectoriel V et V une con-
nexion vectorielle de dérivation D alors

V(Simie) = S 2.V (e)) + Dlxy).es)
= S Ve) + (S Dlw)e;)
= L(Sjaape) + (T Dlw)e)
ot L est la matrice (V(e;)i))<icp 1<i<n o (V)g

dont les éléments L;; de ligne d’indice ¢ et de
colonne d’indice j sont V(e;);.

Formule de changement de base Soit B, = (fl, ceey fn)
une autre base du A-espace vectoriel V' alors

D i1 Tj-€] = > 1Y
\V4 (2?21 x]-.ej) =V (Z;.lzl yj.f])

Les vecteurs L (le xj.ej) + >0 D(x;).e; et

j
M (2?21 yj.f]-) + > o D(y;).fi sont égaux et
L1 Y1
nous avons la relation | : =P | :
Ln Yn

Soit 1 < j < n alors le vecteur f; a, pour coor-
données dans le base B', le vecteur F; de coeffi-
cient nul sur toutes les lignes sauf la i-eme ou il

22



vaut 1. La formule de changement de coordonnées
L1 Y1
= Ppp | : indique que f; a, pour
Ln Yn
coordonnées dans le base B, le j-eme vecteur-colonne
Pgp(.,7) de Pgp, le vecteur M.f; est alors le
vecteur L.Pg (., 7) + D (Pgg(.,7)). Cecl étant
vral pour tout 5 : la matrice des coordonnées, dans
la base B, de la suite de vecteurs (M. f1, ..., M.f,),
est la matrice LPg g + D (PB,B’)- La formule de
changement de coordonnées de base fait alors que
la matrice des coordonnées, dans la base B’, de

la suite de vecteurs (M.f1, ..., M.f,), est la
matrice Pz;, ll,),,LPB,B/ + P[;, zls”D (PB’B/). On obtient

alors la formule de changement de base :

(V)B/ = P[g_’ll(v)BPB,B/ + PB_',%/D (PB,B’)

vecteurs cycliques d’une connexion vectorielle

Définitions

Soit £/ un espace vectoriel muni d'une connexion
vectorielle V., y € E sera dit cyclique pour V si
I'espace vectoriel engendré par la famille
F(V,y) = (Vi(y))z.eN est de dimension finie. On
appellera cette dimension l'ordre du vecteur cy-
clique et V(V, y) Uespace vectoriel engendré par la
famille F(V,y). Pour une espace vectoriel V' on
dira que V' est cyclique pour V §’il existe y € V

23



tel que V' = V(V,y). Pour tout espace vectoriel
cyclique pour V, V(V') C V' : cest a dire que tout
espace vectoriel V' cyclique pour V est stable pour

V.

Quelques propriétés des vecteurs cycliques

Lemme : Pour toute connexion vectorielle V de
dérivation D, Tordre o(V,y) d'un vecteur y cy-
clique pour V est égal a la dimension de V(V,y)
et dans la base B = (y, e V(’(V’y)_l) la matrice
(V) est compagnon.

Preuve : B est une famille libre de V(V, y) par
définition de l'ordre de y et (y, cee Vo(v7y)) n’en
est pas une : il existe (cg, ..., Co(v,y)) non tous
nuls tels que Zzg’y) e VF(y) = 0. oy y) West pas
nul (s'il I'était 'ordre de y serait strictement plus

petit  que  o(V,y)), il suit  que
o(V(V.y)) — oV.y)=1 ¢ <ok
\% —> o (vy)V et
_ @
(0.0 — o \
W | T
S |
0 ... 1 —=Tad
K €o(V,y) )

Pour finir on prouve, par récurrence sur k, que la
famille B, = (y, ..., VO(V)+k(y)) n’est pas li-
bre : ceci est prouvé pour k£ = 0 et une relation
de dépendance Z?S}Hk AixVI(y) = 0 entraine
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['égalité Z?iv()) AV, (NxVZ(y)) = 0 qui est la re-

lation de dépendance

(V)+k o(V)+k
> DNV + Y AV y) =0
j=0 j=0

s’appliquant a By 1.

Lemme Soient E un K-espace vectoriel muni
d'une connexion V de dérivation D sur K, yy un
vecteur cyclique d’ordre k, 81 0 <17 < k — 1 alors
y; = V'(yo), nous appelons fv,, lapplication
linéaire de V(V,yy) vers K[D] telle que

Y . K[D] — KI[D|
Jv.u(yi) = D', DX la connexion : P . DP
Ly,, lopérateur DF — z;:ol ;D' s

k—1 =
Iv (k) = D iy ciy1, Dvy, la projection canon-
ique de K[D] sur K[D]/(Lv )y ot (Lv,y,), est

I'ideal a gauche engendré par Ly ,, alors il existe
une unique connexion DXy, de K[D]/(Lv ),
qui rende le shéma suivant commutatif :

VI(V,40) s VI(V,40)
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Preuve : Si P — P € (Lyy), alors
P = QLy,,+R

{ P = Q/Lv’yo +R

DP = DQLv, +DR

DP" = DQ'Ly,, + DR

DP — DP' = (DQ — DQ')Lvy,, € (Ly,y,)q, tous

les représentants de la classe de P appartiennent a

la classe de DP. Ceci induit sur K[D]/(Lv ),

une application unique DXy, : celle qui a la

classe de P € KI[D] associe la classe de DP.
Comme la classe de la somme P + () est la somme

puis donc

des classes de P et Q et comme D, est additive,

. | P = QLy,, +R
Dxy ,, est additive. Si { P Q,LV"Z R

a € K alors
{ DaP = DaQLvy,, +aDR+ D(a)R

DaP" = DaQ'Ly,,+aDR+ D(a)R
it { DaP = DaQLvy, + (aD+ D(a))R
DaP" = DaQ'Ly,, + (aD + D(a))R
prouve que DXy, vérifie bien l'identité de Leib-

et

nitz.

De plus il découle aisément de la définition de
DXy, que DXy, et py,y, commutent : ce qul
rend le deuxieme shéma commutatif.

Explicitons a présent D Xy, opvy, : solent

P € K[D] et R le reste de la division euclidi-
enne de P par Ly, son degré est alors au plus

o(V,yy) — 1, alors R = Z?g’y‘))_l r;D' et DP est
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dans la classe de
o(V,yo)— o(V,y0)—

Z Drl D'+ Z rZDZH

Soit & présent v = Zig"%) riyi € V(V,yo)
alors  fyvy, = ng WDl et
D X4, 0PV © fv yo(v) est la classe de

VyO 7y0
Z D (r;) D" + Z mDHl D(R)
On a aussi
o(V,yp)—1 o(V,y0)—
V(U): Z Tz yl"‘ Z TV yz
i=0

et sachant que
V(yi) = Yir1 511 <o(V,yp) — 1
0 o(V,yo)—1
v(yo(v,yo)—l) =V (v’yO)(yo) = z@'io ) CiYi

on obtient

o(V,y0)— o(V,y0)— o(V,y0)—1
Z D Tz yz"‘ Z TilYi+ 1T 0(V y0)—1 Z CilYi
1=0

puis que py 4, © fv.y, © V(v) est la classe de

O(v7y0)_1 . O(vvyO)_l » O(V,y())—l .
Z D(TZ)DZ—F Z T¢D1+1—|—T0(Vyy0)_1 Z CZ'DZ
1=0 1=0 1=0

Ceci rend le premier shéma commutatif.
Soit a présent @y, = Pvy, © fvy alors ovy,
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est K-linéaire comme composée d’applications K-

linéaires et, transforme la base
(yo, ..., VOV#0=I(y)) en la base : la famille
des classes de (1, D, ..., DV#)=1) ¢'est donc

un isomorphisme. On a la

Propriété : Si D est une dérivation du corps K,
E un K-espace vectoriel, V une connexion vecto-
rielle sur £/, de dérivation D, 1y un vecteur cyclique
d’ordre o(V, o) pour V,
Ly, = D — YW lepi
VeV (yg) = Z?S’y())_l ciV'(yo); alors il existe un
isomorphisme ¢y, © V(V,y0) = K[D]/(Lv.y)g
et une connexion DXy, qui rendent le shéma
suivant commutatif :

V(va yO) L V(vv yO)

ld)v,yo lqsvayo

KD)/(Lv )y —2 K[D]/(Ly ),

Polynomes de connexions vectorielles

Définitions et propriétés

Définitions

Soient £ un K-espace vectoriel sur un corps K,

D une dérivation sur K, f une application de
E dans E et P = Y. ja;D" € K[D] on pose
P(f) = Y. aif" avec, fo = Idg et sii > 0
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alors f' = fo f=1: on peut alors définir une ap-
plication fg : { K[D| x B¥ — E®
U (R e P

K-linéaire par rapport a la variable P et telle que

qui est

pour un f donné I'ensemble 6z (K[D], f) peut-étre
muni d’'une structure d’algebre (en général non-
commutative) en posant P(f)Q(f) = PQ(f), on
I'appelle 'algebre des polynomes de f.

Exemple : Si f = V une connexion sur le K-

espace vectoriel E de dérivation D sur K alors
Op(K|D], V) définit I'algebre des polynomes de V.

P € KI[D] est dit irréductible s'il n’est pas le
produit de deux éléments de
K[D]\Uyp) = K[D\K.

Exemples Tous les P € K[D] de degré 1.

Propriétés :

Si y est cyclique d’ordre k& pour V, connexion
vectorielle sur E espace vectoriel de corps K de
dérivation D alors, si py, est la projection de
K[D] sur K[D]|/(Lv,)g, ¢vy l'isomorphisme de
V(V,y) vers K|D]/(Lv,), alors pour tout
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polynome, le shéma qui suit est commutatif :

P(V)

lcbv Yy l@b(vay)

D)/ (Ly )y —25%% K[D)/(Ly,),
ko] 22 K

Preuve : la commutativité du shéma

V(V,y) —  V(V,y)

Jfﬁv,y l(bv,y

K[D)/(Lyv,)y —* K[D]/(Ly,),

donne V = gb%ly oD Xy, 00y, qui, par composi-
tions itérées et combinaison linéaire, devient

VP e K[X], P(V) = ¢g., 0 P(Dxv,) o ¢y,
rend commutatif le shéma :

P(V

l¢v,y l¢v,y

K[D)/(Ly )y —252% K[D)/(Ly,),
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La commutativité du shéma

K[D] RN K[D

K[D)/(Ly,)y —* K[D]/(Ly,),

donne py, o Dy = D Xy, opy, qui, apres com-
position avec le projecteur py , devient

Dy =pyvy,oD Xy, ,opy,

qui, par compositions itérées et combinaison linéaire,
devient

VP € K[X], P(Dyx)=pyv,oP(DXv,)opvy

qui, apres composition avec le projecteur py , de-
vient

VP € K[X], Pv.y OP<D><) = P<DXV,y) O Pv.y

rend commutatif le shéma :

DY/(Lv,)y —22, K[D]/T(LW)Q
ko] 22 K

Polynomes de connection vectorielle annulateurs d’un vecteur,
idéaux annulateurs d’un vecteur

Dans tout ce qui suit nous adopterons le vocabu-
laire suivant : K est un corps de caractéristique

31



0, D une dérivation sur le corps K, E est un K-
espace vectoriel, V une connection de F dans F
associée a la dérivation D, y est cyclique d’ordre
k pour V si et seulement si le K-espace vectoriel
engendré par (V'(y)),
famille finie (y, e Vk_l(y)) en engendre

est de dimension k, la

I'espace vectoriel stable V(V,y) tout en en étant
une base. Si V#(y) = 3207 Vi(y) alors on pose
Ly, = DF— Zf:_ol DF . la dérivation D définie sur
K|[D)] passe au quotient a gauche sur K[D]/(Ly )4

en D avec D(P + (Ly,),) = D ((P(mod),Ly.,)
ot P(mod),Lvy , est le reste de la division euclidi-
enne a gauche de P par Ly, fv, est I'application
linéaire injective de V(V,y) vers K[D] telle que
0<i:<k-1= fy, (Vz(y)) = D', py, est
la projection linéaire du K-espace vectoriel K|D]
sur le K-espace vectoriel K[D]/(Ly )y ¢v est
isomorphisme  K-linéaire de V(V,y) vers
K[D|/(Ly ), tel que

. 1 _
VO<i<k-1, ¢y, (V'(y) =D
Polynémes de connection annulateurs d’un vecteur

Lemme : Soit y € F, cyclique d’ordre K pour
V alors

Vo € V(V,y), ¥P € K[DJ, P(V)(x) = 63.0pv., (Pfv.,(x)
Preuve : Comme gb%}y o py 4 est une application
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K-linéaire, il suffit de montrer que :

Vr € V(V,y), Y1 € N, ¢§,1y O PV y (levy(x))

Ce que nous faisons par récurrence sur i : y est cy-

. ) s . k—1 g
clique d’ordre k alors on peut écrire z = » 5= ¢; V7 (y)
puis :

k-1
foylx) = Z c; D’
=0

- J

k-1
pvy (foylr)) = ZCjD
=0
» k-1 » L
65,0 vy (foula) = Y o3, (D)
=0

k-1 .
=) Vi =q
=0

ce qui montre le lemme pour ¢ = 0.

Supposons a présent que gbgly °© Py (Di fv,y(a:))
alors :

Vit (z) = ¢§,1y oD Xy opvy (DifV,y(x))
car V. = gb%,ly oD Xy, 00y,

= ¢y, 0pvy oD x (D' f,l2))
car D Xv7y Opv’y = pV,y oD x

= ¢y, 0 Pvy (DDifv,y(x))
= ¢§1y °Pv.y (DHlfV’y('x))
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Définition : Soit z € F, on dit que P € K|D]
est annulateur de z relativement a la connexion
V si et seulement si P(V)(z) = 0. Pour z €
I'ensemble des polynomes annulateurs de z rela-
tivement a V est un idéal a gauche de K[D].

On vérifie facilement, si P et P’ sont des polynomes
annulateurs de z, qu'alors P + P', —P. QP avec
() € K[D] sont encore des polynomes annula-
teurs de z : I'ensemble des polynomes annulateurs
de z relativement a la connexion V est donc un
idéal a gauche de K[D]. D’autre part, du lemme
précédent, on déduit la

Propriété : Si z € V(V,y) alors P € K|D] est
un polynome annulateur de z relativement a V si
et seulement si Ly, divise P fy ,, en particulier si
z = y l'ensemble des polynomes annulateurs de y
relativement a V est 'idéal a gauche (Ly ). Ly
est donc le polynome annulateur de y relativement
a V de degré minimum.

Lemme du transport Soit A un anneau eu-
clidien gradué a gauche, soient f, L € A\{0}
I'ensemble des P € A tels que Pf € (L), est
un idéal dont on note L : f un générateur, on a
alors les égalités

{ (L : f)gf = (L)gﬂ(f)g
(f: L)gL = (L)g M (f)g

Dans le cas ou f et L sont premiers entre eux a
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gauche 'idéal (L : f), n'est pas nécessairement
(L), contrairement au cas d'un anneau commu-
tatif euclidien gradué.

Preuve : [ = {P € A/Pf € (L),} est un idéal
a gauche dont nous appelons L : f un générateur.
Un élément de I est un P f tel qu'il existe () € A,
tel que Pf = QL : Pf est un multiple com-
mun de f et L onadonc If C (L),N(f), Un
élément de (L), N (f), est un Pf tel que P € A
et Pf e (L), : cest Pfou P € I, ce qui donne
(L)yN(f)g C If. Onadonc If = (L)gN(f),
ce qui entraine (L : f),f = (L), N (f), puis, en
permutant L et f, (L: f),L = (L), N (f),-
Lemme du vecteur cyclique : Soit y € E
cyclique d’ordre k pour V et soit z € V(V,y)
alors

e [’idéal annulateur de y relativement a V est
l'idéal (Ly ),

e [idéal annulateur de z relativement a V est
idéal (Ly, : fvy(z)),. Comme c’est aussi
I'idéal (Ly ), on a alors

(LV,z)g - (LV,y : fV,y(Z))g

Preuve : Soit z € V(V,y) alors VP € K[D]
alors VP € K[D], P(V)(z) = ¢g, 0pvy (Pfv,)
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Comme ¢y, est un isomorphisme :
P(V)(z) =0 < pyy(Pfoy) =0
> Pfvy € (Lvy),
<— Pe€ (Lv’y X fV,y(Z))g
Si z € V(V,y) alors (Ly,, fvy(z))g est 'idéal

annulateur de z relativement a V, comme cet idéal
est aussi (Lv .), on a donc

(LV,Z)Q = (Lvy : fV,y(Z»g

Etude d’une connexion sur un sous-espace cy-
clique V(V,y)

Dans cette partie y est cyclique d’ordre k pour la
connexion V et z € V(V,y)

Sl fv7y(z) \/g LV,y =1

Alors AP, Q) € K[D|, Pfv,(2) + QLy, = 1 ¢t
appliquant ¢§71y o pv, a cette égalité on obtient
P(V)(z) = y dont on déduit que

V(V,2z) =V(V,y)
Preuve : V est stable sur V(V,y) donc
z€V(V,y) = VieN, V'(z) e V(V,y)
= V(V,z) CV(V,y)
V étant stable sur V(V, 2) on a
Vi eN, Vi(z) e V(V,2)
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puis par combinaison linéaire a coefficients sur /K,
on a V@ € K[D|, Q(V)(z) € V(V,z). En par-
ticulier pour () variant dans la famille (DiP)i N
on obtient Vi € N, V' (P(V)(2)) € V(V, z) soit
Vi € N, Vi(y) € V(V,z) qui entraine que
V(V,y) CV(V,z2)

Nous savons que P(V)(z) = gb%?zopvyz (Pfy..(2))
si on remarque que fy.(2) =1 et si on effectue la
division euclidienne de P par Ly, soit
P = RLy_. + P avec deg(P') < deg (Lv.) = k,
on obtient alors

Y= P(V)(Z) - ¢§,1z (pV,z(RLV,z) +pV,z(P/))
- ¢§,1Z (V,Z(P/))
= ¢g.opv.. (P fv:(2) = P'(V)(2)
Mais P'(V)(z) = y s’écrit aussi
¢§,1y ©PV.y (P,fV,y> = Qﬁ%ly o pvy(1)

soit gbg}y o pvy (P fv,z)—1) = 0
S0it pvy (P fy,(2) — 1) = 0
soit  P'fy,(z) — 1 = —Q'Lv,

soit P'fy ,(2)+ Q' Ly, = 1.
Comme deg (fy,(2)) = deg(Ly,) = k > 0 et
deg(P') < k, cette égalité entraine

AP, Q' € K[D],

(deg(P') < deg(Lv,)) V (deg(Q') < deg(fvy))
V (P'fy,(2)+Q 'Ly, =1)
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Ce lemme se généralise a tout L, f € K[D|\K
par le

Théoreme de Bezout avec limitation des degrés
Si f, L € K|D\K vérifient f V, L = 1 alors
AP, Q@ € KI[D] avec deg(Q) < deg(f),
deg(P) < deg(L) et Pf+ QL = 1.

Preuve : On ne perd rien a la généralité de la
démonstration si on suppose que
deg(L) = max(deg(L),deg(f)) = k > 0, on dis-

tingue alors deux cas :

(i) deg(L) > deg(f) : si ap € K\{0} est le
coefficient de  DF dans L  alors
fVyL = fV, a[glL 1 et on peut écrire
a;'L = D¥ =S eDiet f = SV bD

ou les b; ne sont pas tous nuls. Soit B =

(e1, ..., ex) la base canonique de K* et V
la connexion dont la matrice dans B est la ma-
€o

trice compagnon de derniere colonne

Ck—1
alors e; est cyclique d’ordre k& pour V,

Lv>€1 = CL?;lL et fV,€1 (Zfz_ol bi€i+1) = f.
Nous appliquons le lemme précédent

, Q € K[D], Pf+Qa'L =1 et
deg(P’) < deg(a,'L) et deg(Q') < deg(f);

le théoreme vient alors en posant P = P’ et
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(ii) deg(L) = deg(f) : nous posons L = Zf:o a; D'
et f= Zf:o b;D" avec aj, # 0, b # 0 et nous
considérons R le reste de la division euclidi-
enne a gauche de f par L alors, 'algorithme
de calcul de p.g.c.d par divisions euclidiennes
indique que 1 = fV, L = RV, L il existe
donc P', Q' € K[D] avec deg(Q') < deg(R)
et deg(P') < deg(L) tels que PR+ Q'L = 1.
Mais f = aL + R avec a € K\{0}, il vient
R = f—aL puis P f+ (Q — Pa)L = 1.
On pose P = P et Q = Q' — Pla alors,
deg(P) < deg(L) et
deg(Q) < deg(L) = deg(F) (puisque
deg(a) =0) et Pf+ QL =1.

Corollaire : Si f, L. € K[D]\K vérifient
fVy, L = d alors 3P,QQ € K|[D] avec
deg(Q) < deg(f) — deg(d) et
deg(P) < deg(L)—deg(d) tels que Pf+QL = d.
Preuve : Posons f = f'd et L = l'd alors
ffv, L' = 1 donc 3P, Q" € KI[D] avec
deg(Q) < deg(f') = deg(f) — deg(d) et
deg(P) < deg(L') = deg(L) — deg(d) et
Pf'+QL =1.

Pf+QL =1= Pfd+QLd=Pf+QL=d

Nous pouvons alors énoncer le
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Corollaire des degrés : VP, Q € K[D]
deg (P V,Q)+deg (P N, Q) = deg(P)+deg(Q)

Preuve : on ne perd rien a la généralité du raison-
nement si on suppose que deg(P) > deg(Q).

osi PV,Q =1
—si deg(P) > deg(Q) alors, si on pose
k = deg(P) et si ap € K\{0} est le co-
efficient dominant de P, on peut écrire
(PA,Q = a'PA,Q
PV,Q = a;'PV,Q=1

) ai'P = D’fk—lzf_fol ;D'
\ Q = iz biD'
Soit B = (e1, ..., ex) la base canonique

de K" et V la connexion dont la matrice

dans la base B est la matrice compagnon de
Co

derniere colonne le vecteur | ... | alors
Ck:

ep est cyclique pour V, Ly, = a,;lP et

IV el (Zf__ol bieHl) = (). Si nous posons

z = Zf:ol b;e; 1 alors, d’apres le lemme du
transport, 3a € K|D|\ {0}

LV,sz,el (Z) — afV,el (Z) /\g LV,el
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On a alors

deg (afve(2) Ng Lye,) = deg (P N, Q)
= deg (Lv . fv.e(2))
= deg (Lv.) +deg (fv.e(2))
= deg(P) + deg(Q)
= deg(P) + deg(Q)
—deg (P V, Q)

qui donne le corollaire.

—si deg(P) = deg(Q) alors on pose
k = deg(P), le corollaire des degrés étant
trivial si £ = 0, on suppose que £ > 0 et on
pose ap # 0, by # 0 les coefficients dom-
inants de P, ), L = a,;lp et f = b,;lQ.
Puisque ces polynomes sont unitaires, la di-
vision euclidienne a gauche de L par f donne

L = f+ R avec deg(R) < k. Les tautolo-
gies VP,
Pf=PL-PR < PR=PL—Pf
& PL— PR+ Pf

se spécialisent sur K[D] en les égalités en-
semblistes (L : f), = (L : R), et
(f : L)y =(f : R);. Le lemme du trans-
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port, appliqué a L et f, s’écrit

(L)g N (f)g = (L [fgf
- (L R)gf
= (f: L)L
(f : R)yL

Remarquons que R est a la fois le reste

de la division de L par f et de f par L.

L’algorithme des divisions euclidiennes a gauche
. . 1 =LV, f=fV,R

donne a la fois { | = fV,L=LV,R

De deg(R) < deg(L) et LV, R =1 on

déduit, d’apres 'item qui précede, la suite

d’égalités équivalentes

deg((L : R)R) + deg(L V, R) = deg(R) + deg(L)
deg((L : f)R) + deg(L V, f) = deg(R) + deg(L)
deg

( (
(L ( (
(L f)+deg(R) +deg(LV, f) = deg(R)+ deg(L)
deg(L: f) + deg(f) +deg(L V, f) = deg(L) + deg(
deg(L A, f)+deg(L V, f) = deg(L) + deg(
Nous concluons en prouvant I'égalité
(P:Q)y= (P :Q),:
(P":Q)y = {P e K[D|/PQ € (P)y}
= {P € K[D], 3Q € K[D]/PQ" = QFP'}
= {P € K[D], 3Q € K[D]/PQ'd = QPd'}
= {P € K[D], 3Q € K|D]/PQ = QP}
= {P e K[D|/ PQ € (P)y}
= (P: Q)
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Sl fvg(z) \/g LV,y = d 7é 1

Soit ¢ = gb%jly o pvy(d) € V(V,y) alors ¢ est
cyclique pour V d’ordre k—deg(d) et donc
VI(V,§) CV(V,y)

Preuve : Si fy,(2) V, Ly, = d # 1 alors

d = PfV,y(Z) + QLV’y
3P, Q € K[D] § deg(P) < deg(Lv,) — deg(d)

deq(Q) < deg(fv,) — deg(d)

Soit £ I'image de d par gbalyo pvy alors € = Py(2).
Comme deg(d) < fy. < k — 1, on peut écrire
d= Zf__ol d; D' puis

§= Zd@vyom (DY) Zdw

puis fy,(&) = Zf:ol d;D' = d. P € K[D] est
annulateur de & relativement a V si et seulement
si Pfvy(€) € (L), cest a dire si et seulement
si il appartient a l'idéal (Ly, d)g . le polynome
annulateur de £ relativement a V de degré mini-
mum est Ly, : d dont le degré est déterminé par
la relation

(Lv,y : d) d)g = (LVJJ)g N(d)y = (LV,y)g

qui donne deg(d) + deg(Ly,:d) = k soit
deg (Ly, : d) =k — deg(d) qui est 'ordre de &.
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Si Ly, est irréductible

Lemme : Soit P € K[D] alors P est irréductible
si et seulement si

VQ € P[D] deg(Q) < deg(P) = PV,Q =1
Preuve :

e i P n’est pas irréductible ;
dR, @ € K[D\K P = QR, on a alors 0 <
deg(R) < deg(P) et RV, P = aR avec a €
K\{0} soit RV, P #1

e Oi
5Q € PID) (deg(Q) < deg(P))A(PV,Q # 1)

alors R = deg(PV,()) > 0 et c’est un diviseur
a gauche de P donc 3Q € K|D|, P = QR,
deg(Q) > 0 puisque deg(R) < deg(P). P,
le produit de deux éléments de K[D]\ K, n’est
donc pas irréductible.

Théoreme Si y et cyclique d’'ordre k et Ly, est
irréductible alors

o Vz € V(V,y), z est cyclique d’ordre k (et donc
V(V,y) =VI(V,z2)).

o Vz € V(V,y), Ly est irréductible.

Preuve :
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e Soit z € V(V,y) alors

deg (fvy(2)) <k —-1<k=deg(Lv,)

Ly, est irréductible donc fv,(2) V4 Ly, =1
ce qui entraine, d’apres ce qui précede,
V(V,z) = V(V,y) et donc
dim (V(V,z)) = k ce qui est équivalent a z
cyclique d’ordre k.

e Supposons que Ly, ne soit pas irréductible
alors 31/, d € K|D\K, Ly, = L'd. Posons
d= Zdeg d;D" et w = Zdeg( ) d; :V'(2) alors
fv:(w) =d, on a alors fy.(w)V, Ly, = d.
D’apres ce qui précede si & = qb%lz o py -(d)
alors

dim(V (V,€)) = dim(V(V, z))—deg(d) < dim(V(V, z2)) =k

mais, comme ¢ €  V(V,y) on a
dim(V(V,&)) = k ce qui est contradictoire.

Sous-espaces vectoriels stables de V(V,y)

Idéaux associés aux sous-espaces stables de V(V,y)

Propriété : Un sous-espace vectoriel V' d'un
K-espace vectoriel £/ muni d'une connexion vec-
torielle V est stable pour V si et seulement si

V(V) C V. On a la propriété :
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e Soit y € E et I un idéal a gauche de K|[D]
alors 'ensemble I(y) = {P(V)(y)/y € 1} est

un sous-espace vectoriel stable pour V.

e Si V' est un sous-espace vectoriel de E stable
pour V et ¢l existe y € FE tel que
V C V(V,y) alors il existe I un idéal a gauche
de K[D] tel que V = I(y).

Preuve :

e Soient x,z € I(y), A\, u € K alors AP, Q € I,
z=P(V)y) z=Q(V)(y) eton a:
—0€Idonc0=0(V)(y) € I(y)

A+ py = (AP(V)(y) + pQ(V)(y))
= (AP +pQ)(V)(y)

I est un idéal donc AP + u@ € I et donc
Ax + py € I(y) : ce qui acheve de montrer
que [ est un K-espace vectoriel.

— [ est un idéal donc
Pel=DPecl=V(P(V(y)) =V ey

ceci étant vrai pour tout x prouve que I(y)
est stable pour V.

e Soit V' un sous-espace vectoriel de E tel que

V CV(V,y) et
I={P € K[D|/P(V)(y) €V}
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alors 0 € I puisque V'3 0 = 0(V)(y), si
P,Q € I alors

(P+Q)(V)(y) = P(V)(y) +Q(V)(y) €V

puisque P(V)(y) € Vet Q(V)(y) € V prouve
que P+Q €1,

(=P)(V)(y) = =P(V)ly) € V

puisque P(V)(y) € Vet P(V)(y) € V prouve
que —P €l et VR € K[D)]

(R-P)(V)(y) = R(V) (P(V)(y)) € V

puisque P(V)(y) € V et V stable pour V
prouve que R.P € [ : ceci prouve que [ est un
idéal. Nous prouvons a présent que V = I(y)
. I(y) est un sous-espace vectoriel de V(V, y)
stable pour V et, par construction,
VP € I(y), P(V)(y) € V. On a donc
Ily) c V. Vz € V, z € V(V,y), donc
dP., z = P,(V)(y) donc z € I(y) : ceci étant
vrai pour tout z dans V on a V- C I(y).

Lemme : Soient F, GG deux sous-espaces vecto-
riels de F/, on suppose que

(Jye E) F,G CV(V,y)

alors si I et J sont des idéaux a gauche de K|D]
tels que F = I(y) e¢ G = J(y) alors
F+G=I+J)y)
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Preuve : Soit z € F'+ G alors 2 = w4«
avec w € F = I(y) et x € G = donc

J(y),

3(P.Q) € IxJ), (w,x) = (P(V)(y), QV)(y)).
Onaalors z = (P + Q) (V)(y) avec P+Q € I+
soit z € (I 4+ J) (y).

Size (I+J)(y) alors z = (P + Q)(V)(y) avec
(P,Q) € I x J, soit z = w + x ou
w=P\V)y) e Fetx=0Q(V)y) €G.
Lemme : Soient y cyclique d’ordre k pour V,
E, F deux espaces vectoriels tels que
E, F C V(V,y) alors, si I et J sont des idéaux a
gauche de K[D] tels que E = I(y) et F = J(y),
E = F si et seulement si Ic g+ (Lv,y)g
J C I+ (Lvy)g

Preuve : On montre que
ECF=1CJ+(Lyy),

Chacune des propositions est équivalente a celle
qui la précede :

eVrcE v eF
eVP cI,3Q cJ, P(V)(y)=Q(V)y)

eVPcl,3Q e J Rc K[D|, P=Q+ RLy,
o[ C J+<LV,y>g

et en permutant £ et F', I et J, chacune des
propositions suivantes est équivalente a celle qui
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la précede :
eVreF, x ek
VP c J3AQ eI, Q(V)(y)=P(V)y)

eVPc J3IQ eI, Re K[D], Q=P+ RLy,
QJCI—F(LV’y)g

Définition et propriété : Soit E un espace
vectoriel de dimension finie stable pour V, un sous-
espace vectoriel M de E non réduit a {0} est
dit minimal s’il est minimal pour l'inclusion dans
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E stables
pour V et non réduits a {0}. Pour | stable et de
dimension finie, il existe des sous-espaces vectoriels
stables et minimaux non réduits a {0}.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M est un sous-espace vectoriel de E stable et
minimum non réduit a {0}.

(ii) V2 € M\{0}, M =V (V,2) et Ly, est irréductible.
(iii) 3z € M\{0}, M =V(V, z) et Ly . est irréductible.

Preuve : L’ensemble des suites (V});
-nécessairement finies d’au plus dim(FE) termes- de

sous-espaces vectoriels stables pour V
(Vi) = (V(V,u)); avec y; € E\{0}, strictement
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décroissantes pour l'inclusion n’est pas vide car il
contient la suite a un seul terme Vy = V(V, yo)
avec yp € E\{0}. Considérons une suite (W;); a
k < dim(F) termes pour laquelle la longueur- i.e.
le nombre de termes de la suite- est le maximum
de la longueur de telles suites (V;);, alors W, est un
sous-espace vectoriel de E' stable et non réduit a
{0} et nous prouvons que Wy est minimal : dans
le cas contraire, il existe yr1 € E\{0} tel que
Wi = V(V,yr) C Wy et k n'est pas le maxi-
mum.

Nous prouvons par I'absurde que (i) = (47) : sup-
posons () et 3z € M, Ly . non irréductible alors
d’apres la contraposée du théoreme de la page 44
il existe dans M un vecteur w cyclique non nul
d’ordre plus [ < k le sous-espace vectoriel de M
de base (w,..., VI7Hw)) est stable pour V de
dimension | < k = dim(M) et M n’est pas mini-
mal.

(1) = (ii1) parce que M n’est pas réduit a 0.
Nous prouvons par 'absurde que (7ii) = () : sup-
posons (iii) et M mnon stable ou non minimum.
D’apres le théoreme de la page 44 tout vecteur
z non nul de M est cyclique d’ordre deg (Lv .) et
’ensemble des espaces vectoriels
{V(V,z)/z € M} est un singleton {N} stable
pour V avec N C M. Si N = M comme M n’est
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pas minimal il existe un sous espace vectoriel stable
minimal de M de dimension strictement plus pe-
tite que M qui ne peut-etre que IV ce qui contredit
que N = M. Si N # M alors si on remarque que,
par définition de N- puisque Vz, z € V(V, 2)- N
contient M ce qui contredit N C M et N # M.
Par impossibilité du tiers exclus entre N = M et
N # M M est stable minimum.

Lemme : Soit V' un espace vectoriel de dimension
finie différente de 1 sur K supposé de dimension
non finie sur son corps des constantes, si V est
stable minimal pour une connexion V non nilpo-
tente alors I'ensemble { Ly ,,/u € V' } n’est pas fini.
Preuve : Supposons que l'ensemble
{Lyv./u € V} soit fini et égal a {Ly, ..., Ly}
alors si P =L Ny--- Ny Lgon a

VueV, P(V)(u)=0
et en particulier :
VAe K, YueV, P(V)Au)=0

Soit ¢ I'homomorphisme d’anneau de Z vers K
tel que si m > 0 alors ¢(n) = 1+ ---+ 1 alors

n fois
on pose pour des entiers n, k tels quen > k > 0
CZ = 0 (C'f,f) Par application de ¢

indépendamment de la caractéristique de K la propo-
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sition qui suit est vraile :

(Vk,neN), k+1<n= CHl =Cl4cCH!
Grace a elle on peut obtenir, par récurrence sur k,
la proposition :

k
(Vk€N), (A€ K)A(u€ V)= V()= CLDI ANV (u)
7=0

Pour j € Net P € K|[D] nous notons PY) I'image
de P par 'application linéaire définie sur la base

(D")cn par (DM = 0 si 5 > k et

(DMU) = €] D" si j < k alors on a la proposi-

tion :

(Vk eN), (A e K)A(ue V)= V() = ZDJ (V) (u)

puis par linéarité on a la proposition : (Vk € N),

deg(P

(A€ K)Aue V)= P(V ZDJ V)(u)

Pour P = Ly Ay -+ Ny Ly, et comme Vu € V,
P(V)(u) = 0, on obtient

deg(P
YA€ K, YueV, P(V ZDJ V)(u)
Si Ly Ny -+ Ny Ly = Zig{)()aka on a : si

i > deg(P) alors PU = 0 sinon
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Zdeg Cja, D", de sorte que

deg

deg(

deg(P) deg(P) |
VAEK VueV,0= Y > DI(\Cia,V"(u)
=1 k=j
On pose [ = k — 7 on a alors
deg(P)—1 deg(P)
VAEK, VueV, 0= ) > D'(NC{ V' (u)

=0 k=141
deg(P)—1
VAEK, YueV, 0= 3 (P(”()\) ~ al) V! (u)
=0

Quelque soit le choix de A € K le polynome

ﬁ%(P)_l (P@()\) — ;) D' annule tout u dans V,
il annule en particulier les u € V tels que
Ly,=Lipouri=1,...,s. Pore=1, ..., s
cest un multiple de L; et donc de
P = Li Ay Ny Ls. Mails puisque ce polynome
est de degré deg(P) — 1 < deg(P) il est nul et on
a

VAae K, Vi e{0,...,deg(P)—1}, P(l)(A)—a; =0
soit

VA€ K, Vie{0,...,deg(P)—1}, P()(N) = a
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En remarquant que PO(A+X) = POX)+PO(N)
pour tout A € K on obtient, indépendamment de
la caractéristique de K, a; = a;+ay, et donc a; = 0,
pour k =0,...,deg(P)—1. P qui est unitaire est
donc  égal & D9l Comme

PV)u = 0, Yu € 'V on a
V%I(P)(y) = 0, Yu € V : la connexion est nilpo-
tente.

Lemme du sous-recouvrement stable :
Soient y € E et V' un sous-espace vectoriel de
V(V,y) stable pour V, py la projection canonique
de

V(V,y) sur V(V,y)/V alors il n'existe qu'une
connexion V/V vers V(V,y)/V qui rende com-
mutatif les shémas :

V(V,y) — V(V,y)
V(V,9)/V 25 V(V,y)/V
VP e K|D] -

P(V)

[ v
V/V)
VIV, y)[V. —— V(V,y)/V
Preuve : Soient z, z € V(V,y),siz —2 €V
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alors V(r — z) € V soit V(z) — V(z) € V
. il existe donc une seule application V/V' de
V(V,y)/V vers V(V,y)/V qui rende le premier
shéma commutatif : c’est I'application qui a la
classe de x modulo V', notée x/V , associe la classe
de V(z) modulo V : V[V (x/V). Cette applica-
tion est une connexion vectorielle : soient x, z €
V(V,y) alors
V(iz+z)—V(z)—V(z) =0 €V ce qui prouve
que V/V est additive. Soient z, a € V(V,y) x K
alors V(azx) — aV(x) — D(a)xr = 0 € V ce qui
prouve que V/V(az) —aV /V(x) — D(a)x = 0.
Nous déduisons par combinaison linéaire

VP € KID], py o P(V) = P(V/V)opy

deVn € N, pyoV" = (V/V)"opy qui se montre
par une récurrence ¢lémentaire. Cette assertion
est vraie pour n = 0, 1, supposons la vraie pour
n € N alors :

pro V'l = pyoVioV
(V/V)"opyoV
(V/V)1oV/Vopy

= (V/V)"*lopy
Du lemme du sous-recouvrement stable se déduit

cette relation aux cousines : pour tout vecteur
cyclique y d’ordre fint k relativement a une

connexton vectorielle V, le polynome annula-
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teur Ly v, v de sa projection canonique sur un
sous-espace vectoriel stable V' divise a gauche
le polynome annulateur du vecteur cyclique et
s1 le sous-espace vectoriel V' est stable maini-
mum alors le polynome annulateur Ly v, v est
wrréductible, la connexion vectorielle sur ce sous-
espace est alors qualifice de connexion

wrréductible.  Soient y cyclique pour V et
V C V(V,y) stable

3P € K[D], P[V](y) =0

J
0=pyoP(V)(y)=PV/V)y/V)=0
Nous en déduisons, sur les idéaux annulateurs de y
et y/V, (LV/V,y/V)g C (Lv,y)g soit
JdH, € K[D|, Ly, = H,Ly,/y. Supposons a
présent que V' C V(V,y), alors Ly , v (y/V) =0
équivaut a v = Lyyy(y) € V\{0} -v n'est pas

nul en raison du fait que

dim(V(V,y)/V) = deg(Ly,v) < deg(Lvy) = dim(V(V,y))
et I'égalité Ly, (V)(y) = 0 devient l'égalité

H,(V)(v) = 0 qui entraine H, € (Ly,), Mais

comme lidéal (Ly,), est principal et

deg(H,) = deg(Lv,y) @ da € K{0},

H, = aly,. Légalit¢é Ly, = HyLy, de-

vient Ly, = alvy Ly, v et puisque Ly, Ly ,,
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Ly y.,/v sont unitaires elle devient

LV,y — LV,ULV/y,y/V

Nous en déduisons le

Lemme : Soit £ un K-espace vectoriel et une
connexion vectorielle V sur F relative a la dérivation
D sur K, si 3z € E\{0} et un sous-espace vec-
toriel V' de E stable minimum pour V tel que
VCFEet E=V®V(V,z) alors, siy=z2+wv
ouwv € V\{0} alors

® LV,y — LV,Z /\g LV,U

e — Soit LV7Z \/g LV,U # 1 et va = LV,z-
— Soit LV,z \/g LV,U =let B = V(V, y)

Preuve : Si y = z+4wv alors si P est un polynome
annulateur de gy relativement a V alors
0 = P(V)(y) = P(V)(2) + P(V)(v) et comme
P(V)(v) € V et P(V)(2) sont dans deux sous-
espaces vectoriels supplémentaire alors P € (Ly . ),
et P € (Ly,),donc P € (Ly A, Ly,), En par-
ticulier Ly, € (Lv. Ay Lyy), : donc
Ly . Ny Ly, divise a gauche Ly ,. Soit a présent
un polynome P € (Ly. Ay Lvy), : P est multi-
ple & gauche de Ly . donc P(V)(z) = 0, P est
multiple & gauche de Ly, donc P(V)(v) = 0,
il suit que P(V)(y) = P(V)(z) + P(V)(v) = 0
donc Ly, divise a gauche P. Ceci prouve que les
idéaux (Ly,)g et (Ly. Ay Lvy), sont égaux, on
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a donc I'égalité de leur représentant unitaire soit
LV,y — LV,z /\g LV,U-
Si Ly .V, Ly, = 1 alors, par le corollaire des
degrés,
deg(Lv,) = deg(Lv )+ deg(Lv.,)
= dim(V)+ dim(V(V, z)) + dim(V)
= dim(F)

ce qui prouve que E = V(V,y) puisque
V(V,y) C E.
Si Ly .VyLy,=d# lalorsd ¢ K est diviseur de
Ly, irréductible : c’est Ly . Ly, est un diviseur
de Ly ., on a donc Ly , = PLy, puis
Lo -(V)(y) = Ly(V)(z) + PLy(V)(v)
= 04+0=0
Ly, divise a gauche Ly,  Soit a présent
Q € K|[D] tel que Q(V)(y) = 0 alors Q divise
LV,Z /\g LV,U - LV,z~
Lemme d’Euclide irréductible : Soient
P, P, P, € K|[D] irréductibles et unitaires, si P
divise a gauche P Ay P alors P = Py ou P = P.
Preuve : Sans perte de généralité nous supposerons
que deg(P) = ny > ny = deg(Py).
o5i P = Pyalors PPN, Py =P, = Pyetsi P
divise a gauche Py Ay P il divise a gauche P
et P et donc il divise a gauche P; ou .

e5i P, # Pyalors PPV, P, =1 pouri =1, 2
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on pose P, = Y " a;;D" avec a,, # 0 et
C; la matrice compagnon de M, (K) dont la
ag,;
a’I’LZ',i
derniere colonne est le vecteur | .V

ani—l,i

Gy i

la connexion relative a la dérivation D et dont
la matrice de exprimée dans la base canonique
de K™% est diag (Cy, Cy). Les vecteurs eq
et e,,41 sont cycliques pour V d’ordres n; et
N9, de polynomes annulateurs de degré mini-
mum P, et P,. Parce que ces polynomes sont
irréductibles V(V,e1) et V(V,e,, + 1) sont
des espaces vectoriels stables pour V minimaux
tels que

K" =V (V,e)) ®V(V,en 1)

et dapres le lemme qui précede
KMt = V(V, ey +e,,+1) et le polynome an-
nulateur de degré minimum de e; + e, 41 est
Py Ny Py. Posons Py Ay Py = ¢P alors, par

projection sur V(V, ep) et sur V(V, e, + 1)

¢P(V)(€1 + €n1+1) =0
Y

(0P(V)(e1) = 0) A (P (V)(en, +1) =0)
—Si P(V)(e1) = 0 ou P(V)(e,, +1) =0
alors P, ou P, divise P et comme P, P, P
sont irréductibles et unitaires P4 = P ou
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P, =P.

— 51 P(V)(e1) # 0 et P(V)(en,+1) # 0 alors
¢ est un polynome annulateur pour V de
v1 = P(V)(e1) # 0 dans le sous-espace
vectoriel stable minimum V(V,ep) et
vy = P(V)(en,+1) # 0 dans le sous-espace
vectoriel stable minimum V(V,e,, + 1),
on en déduit que deg(¢) > ny et, de
deg(P) = deg(P) + deg(P), que
deg(P) < neo.

x 51 deg(P) < ny alors,  si
vy = P(V)(en,+1) € V(V, e, +1)\{0},
le polynome P est égal a fv,,. L (v) et
lannulateur P : P de v est de degré no
puisque V(V, e,,, + 1) est un espace vec-
toriel stable minimum, on en déduit :

dk € K|D], ¢ = k(P : P)
[l vient alors
Pl/\gPQIk(PQIP)PIkJ<P2/\gP)

et comme P, P, P sont premiers entre
eux deux a  deux, il vient
deg(P)+ deg(k) = ny soit deg(k) < ns.

k est un polynome non nul annulateur de
w; = (P : P)P(V)(e1) € V(V,e1) et
de

we = (P : P)P(V)(en,41) € V(V, €ny41).
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- S1ni w; ni we n’est nul, alors d’apres le
lemme qui précede wy+ws est cyclique
pour V d’ordre n;+ns ce qui contredit
que k(V)(wy + we) = 0 avec k # 0 et
deg(k) < ni+ ns.

- S1 0wy = 0 alors, puisque
deg(P) < mny < mnq, le vecteur
v1 = P(V)(e1) est d’apres le lemme
qui précede cyclique dans V' (V, ey), il
est annulé par le polynome P : P de
degré n9 ce qui est impossible puisque
ny < dim(V(V,e1)) = ny.

- S1 0wy = 0 alors, puisque
deg(P) < mny < mnq, le vecteur
v1 = P(V)(e1) est d’apres le lemme
qui précede cyclique dans V(V,eq),
w; = (Py : P)(V)(v1) est encore cy-
clique  dans  V(V,e;) puisque
deg(P, : P) = ny < nq, wy est an-
nullé par (V) ce qui est impossible
puisque deg(k) < ny < ny.

* Si deg(P) = ngy alors deg(¢) = nq :
V(V,e1)et V(V, e, +1) étant stables min-
imums de dimension n; et ny les ensem-

bles
Bl == {Vk(vl)/() S k S ny — 1}
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et
BQ = {V’“(vg)/() S k S ng — 1}

sont des parties basiques de V(V,e71) et
V(V,en+1). On appelle g application
linéaire de V/(V, e1) dans V(V, ey, 11) telle
que  g(V¥(vi)) = V¥w) pow
k=20, ..., ny: cette application est
injective. Comme ¢ est une application
linéaire de V(V, e1) dans V(V, e,,41) et
V une connexion vectorielle stable sur
V(V,e,, + 1) lapplication linéaire
L =goV —V o g définie sur V(V, e;)
est a image dans V(V,e,, + 1), nous
'explicitons par son image de la base Bj.
Si k < ni 41 alors L(VF(v)) = 0,
sinon en posant ¢ = D™ — 3"ty DF
on voit que V" (vy) = S ¢p VE(vy)

ce qui donne

g (V™ (vr)) = SpLy ok VFE(wo)
= V"(03) = ¢(V)(v2)
Mais ¢(V)(02) = OP(V)(ens1) = 0,
cela donne g (V™ (vq)) = V™(v9) soit
L (V™ (vy)) = 0: Lest donc I'application
nulle. Il vient g o V = V o g puis, par
récurrence, Yk €N, go V¥ =VFoget
enfin, par  combinaison  linéaire
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VQ € K[D], goQ(V) = Q(V)og. Pour
Q = Ly, et appliquée a v; cette égalité
devient 0 = Ly ,,(V)(v1). Comme v; est
cyclique d’ordre n; > no, cette égalité
prouve que ny = ny. Ly, et Ly, sont
alors deux polynomes annulateurs uni-
taires de degré ny de vy, ils sont égaux; Et
sachant que P = Ly, et » = Ly, on
a P, = P, qui est exclus par hypothese.

Théoreme de décomposition des espaces
cycliques Soit y un vecteur cyclique d’ordre k
alors il existe s € N et Vp, ..., V, sous-espaces
vectoriels stables minimaux de V(V,y) tels que
V(V7 y) - EBf:O VYS

Preuve : Si V(V,y) est stable minimum alors
on pose V(V,y) = V] et le théoreme est démontré
sinon, il existe un sous-espace vectoriel stable min-
imum V; € V(V,y) et un supplémentaire Wy de
Vi tel que V(V,y) = VigW;. Pourt € N
on appelle P(t) l'assertion W = @:_, V; @ W,
avec V; sous-espaces vectoriels stables minimaux
de V(V,y) et W, sous espace vectoriel de V (V)
égal a {0} ou non stable-minimum et on mon-
tre que Wy # {0} = (P(t)=P(t+1)). Si
V(V,y) n'est pas stable-minimum alors P(1) est
vraie; Supposons que pour t € N P(t) est vraie
avec

63



Wy # {0} alors

e S5i W, est stable minimum pour V, on pose
alors V41 = Wy et P(t + 1) est vraie (avec
Wi = {0}).

e Si IV, n’est pas stable minimum pour V alors il
existe un sous-espace vectoriel Vi1 C W, sta-
ble minimum pour V dont nous appelons W,
un supplémentaire (nécessairement non réduit
3 {0}). OnaV(V,y) = @7 Vi W, avec
Wi # {0}

Cette récurence permet de construire une suite de
sous-espaces vectoriels (W;)ien décroissante pour
I'inclusion et telle que

o V(V,y) = EB;ZO V; @ W; avec V; sous-espaces
vectoriels de V(V,y) stables minimaux pour

V.
o Wi # {0} = Wi C W,

Par finitude de la dimension de V(V,y) la suite
de sous-espaces vectoriels Wy C V(V, y) est de di-
mension strictement décroissante tant que
Wy # {0} : il existe donc un plus petit rang ¢
de la suite pour lequel Wy, = {0} on pose s = 1
et on a P(s) soit V(V,y) = @;_, Vi avec V; sous-
espaces vectoriels stables minimaux de V(V,y).

Lemme complet d’Euclide comme corol-
laire de I’additivité des degrés du p.p.c.m.

64



de polynémes irréductibles :  Soient
Ly, ..., Ly € K|D] irréductibles et deux a deux
distincts alors

deg (L1 Ny -+ Ny Lg) = Z deg(L;)
i=1

et si L € K[D], unitaire et irréductible divise a
gauche Ly Ay --- Ay Lg alors i € {1, ..., s} tel
que L = L;.

Preuve : L’assertion suivante est vraie

P(2) : Vai,b € K[D),

deg(ay Ny as) = deg(ar) + deg(az) — deg(a; V4 as)
< deg(ar) + deg(as)

puis nous prouvons que

P(s) = deglar Ny Ngas) <D0 deg(a;)
4
P(s+1) : deglar Ny -+ Ngasi1) < Zfill deg(a;)

Si P(s) est vraie alors

deg(ai Ny -+ Ny ast1)

deg ((a1 Ny -+ Ny as) Ny Gsi1)
deg (al /\g T /\g as) + deg(as+1>

—deg ((a1 Ny -+ Ngas) Vg asi1)

>0 deg(a;) + deg(asir)
Zfill deg(a;) : P(s+1)

IA A IA
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est vraie,

A partir des polynomes L; nous allons définir des
indices, des matrices, des espaces vectoriels et des
connexions vectorielles :

ePour + = 1, ..., s mnous posons
Li = Ddeg(Li) — Z;ie:go(Li)—l bm’D‘j et Cz la ma-
trice compagnon d’ordre deg(L;) de dernier vecteur
bi

colonne égal a
bi deg(1)—1
e Pour r tel que 1 < r < s nous posons
K, = Kdeo(ly)+-+deg(Lr) of nous appelons V,

la connexion dont la matrice, exprimée dans la

base canonique de K,
B, = (617 IR edeg(Ll)—i--"—l—deg(Lr))a est
diag(Cy, ..., C}).

e Pour j € {1 ,..., r} nous posons : st 7 > 1

alors o(j) = 1+ 21— deg(Ly) si j = 1 alors
o(j) = 1.
Par construction et pour 1 <r <setl1 <5 <r:

e L; est le polynome annulateur de degré mini-
mum de e,(;) relativement a V.

oV, =V (VT, e(,(j)) est un espace vectoriel stable-
minimum de dimension deg(L;) relativement a

V,.
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® (o(j)> Co(j)+1s - - - ea(j)+deg(Lj)+1) est une base
de Vj. Le théoreme de complétion des bases
prouve alors que K, = _, V;.

Nous prouvons alors par récurrence sur 7 la pro-
priété P(r) :

o deg(LiNy---NyL,) = deg(Ly)+- - -+deg(L,)

e Si L € K|D]irréductible divise Ly Ay -+ - Ay L,
alors 35 € {1,...,r} tel que L = L;.

P(1) et P(r) sont déja établies nous prouvons alors
que P(r) = P(r + 1) par 'absurde en supposant
que P(r) soit vraie et P(r + 1) fausse soit

deg(Ll /\g' ) '/\gLr—H) < d€g<Ll)+° ) '+d69<L7‘+1)

ou 1l existe L irréductible différent de Lq et ...
L,41 quidivise Ly A--- Ay Ly11. Nous distinguons
deux cas :

o i
deg(LiNg - - NgLri1) < deg(Ly)+ - -+deg(Ly41)
alors : puisque
LiAg- Ay Ly = (Li Ay -+ Ay L) Ay Ly
et deg(Ly Ny -+ Ny L) = > L et
Ya,b € K[D),
deg(a Ny b) = deg(a) + deg(b) — deg(a V, b)
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c’est que deg ((L1 Ay -+ Ay L) Vg Lyy1) > 0
et dOHC (Ll /\g s /\g LT‘) \/g LT+1 = dr+1 # 1
Pd,1=LiNy--- N, L
Posons (1 " g 977 alors
( ) { er+1 - Lr+1

par le lemme du transport
P = Qb(Ll Ng =+ N Lr>(Lr . dr—i—l)
¢, v € K[D], (2 g J
ovenio, @] D o
En mesurant les degrés de chaque terme de
chaque équation du systeme (1) on a

{deg(P) = Yo deg(Li) — deg(dy11)
deg(Q) - deg(LH—l) _deg(dr+1)

et en mesurant ceux de chaque terme de chaque
équation du systeme (2) on a

(3) { deg(¢p) = —deg(d,.1) — deg(L, : dy11)
d€9(¢) = deg(LH—l) - deg(dr+1) - deg(Lr : dr—l—l)

Puisque le degré d'un polynome non nul est
positif ou nul le systeme (3) est équivalent a

{ 0= d€g<¢> - deg(dr+1> — d€g<LT : dr—i—l)
deg(th) = deg(Lyyy)

En remarquant que P, Q, ¢, 1 sont unitaires
il vient 1 = ¢ = d,.1 = L, : d,1 et ce qui
contredit que d,,q1 # 1.

e Si il existe L irréductible différent de Lq et ...
Lyyq qui divise Ly A - -+ Ay L4 alors d’apres
I'item précédent d,.; = 1 et ['égalité
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deg(Ly Ay - Ny Lgp1) = S22 deg(L;) est
vraie, nous introduisons alors la connexion V4
de matrice diag(C1, . . ., Cy4q) sur la base canon-
ique de K, = K%9L)++deg(Lr1)  Op a la
décomposition K, = @TH V(Vii1, e005)) et
si nous posons Ly A -+ Ny L1 = @1 L alors
Ypal = Z:;l €q(;) admet pour polynome annu-
lateur relativement a V,,1 de degré minimum

Ly N -+ Ay Lpyy dont le degré est
précisemment dim(K,.1) : on a donc
V(Vrﬂ, yr+1) = K,11. Soit § = L(vr+1)(yr+1)
alors fv7'+1,yr+1 (5) - L et
LVH—L = Lvﬂ_bg L = Qbr—l—l- On a la
décomposition & = Z;E i avec

§i = L(Via)lesy) € Vi = V(Viieq))

et nous allons distinguer deux cas :

— i les & ne sont pas tous non nuls alors,
pour toute valeur j telle que §; = 0 on a
L(V,11)(es;y) = 0, Lj le polynome an-
nulateur de ey;) relativement a V,,1 di-
vise L et comme ces deux polynomes sont
irréductibles et unitaires, ils sont é¢gaux. Il
n’y a donc quun seul j tel que §; = 0 et
pour cette valeur de j L = Lj.

— S tous les &; sont non nuls alors, puisque
Vie{l,...,r +1} V(V,q1, €5 est sta-
ble minimum, et que & € V(V,q1, e0())\{0}
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iry, ..., Ly, € K[D] avec
Vj, deg(L7) = deg(L;) et L7 est le polynome
annulateur de §; de degré minimum L divise
a gauche Ly Ay --- Ay L1 donc

LiNg-- Ny Lpy1 =VL

avec deg(W) < S deg(L;). Cette égalité
de polynomes prise en V,11(ey(;j)) entraine

que
Viel, .., re 1} U(V)(E) =0
W est un multipledup.p.cm. de Ly, ..., L}

et a donc pour degré au moins
ZTH deg(L;) = ZTH deg(L;) ce qui est

contradictoire.

Corollaire : Soit Ly, ..., L, des polynomes
irréductibles de K[ D], non nécessairement distincts,
si L irréductible divise a gauche L1 Ay - <A, L, alors
L est associé a 'un des polynomes de 'ensemble
Preuve : Soit Ly, ..., Ly avec s < 7
Iensemble {L;/ 1 < i < r} alors

Loy Ng - Ny Lo(s) = La g+ N Ly

Pour P € K|D]nous appelons P* I'unique polynome
unitaire tel que (L), = (L*), alors, si L divise a
gauche L1 Ay -+ Ay L, on a

(L)g C Mji(Ly)g = Niza(Lo ()
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soit (L*)g C Mizy(Lo(s))g = Nima(Lyy))g o Le
polynome irréductible unitaire L* divise a gauche
L7y Ng -+ Ng Ly done pour un 7 € {1,...,s}
L= Lj;(i) ce qui prouve que pourun j € {1,...,7}
L=1L,

Propriétés arithmétiques de K|[D]

Dans un anneau principal integre et commu-

tatif, les éléments irréductibles sont premiers,

et tout élément se décompose comme produit

d’éléments premiers, dans K[D] anneau non

commutatif et euclidien gradué la notion usuelle

d’élément premier doit fait intervenir une no-

tion de produit mnon commutatif, nous

remplacerons  avantageusement la  notion

d’élément premier au sens d’un produit non com-
mutatif par celle d’élément premier au sens d’un
p.p.c.m. a gauche. Dans tout ce qui suit E

sera un espace vectoriel de dimension finie sta-

ble pour une connexion vectorielle V non nilpo-

tente et on aura donc E =V (V,y).

Représentation par des idéaux vectoriels d’espaces vecto-
riels cycliques stables pour une connexion vectorielle non
nilpotente

Lemme d’existence de vecteur cyclique :
Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable pour
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V alors il existe un vecteur cyclique pour V (soit
dze F, F=V(V,2)).
Preuve : Suivant le lemme du décomposition des
espaces vectoriels cycliques 3s € N, E =@ | Vi
ou Vi, ..., Vi sont des sous-espaces vectoriels sta-
bles minimimaux tels que E = ;_, V.
S S
F=FnE=Fn@V,=FnV)
i=0 i=0
o Sidic{l, ...,s}/Vi=F: alors, d’apres ce
qui précede, tout z € F\{0} est cyclique dans
F.

e Sinon : on pose Vi € {l, ...,s},
W; = F NV alors les W; # {0} sont des
sous-espaces vectoriels de F' stables pour V
comme intersection d’espaces vectoriels stables
pour V. Ils sont stables minimaux dans F' :
Vi e {1, ...,s} sl G; est un sous-espace vec-
toriel de ' NV, stable pour V alors c’est un
sous-espace vectoriel stable de V; stable mini-
mum : c¢’est donc V; ou {0} mais comme F' N
Vi € V; cela ne peut etre V; c’est donc {0}
et {0} # W, = F NV, est un sous-espace
vectoriel stable minimum dans F'. Comme V
est une connexion non nilpotente nous pou-
vons choisir wy, ..., ws dans Wy, ..., Wi
de facon a ce que les polynomes irréductibles
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Ly, ..., Lyw,solent deux a deux distincts,
avec ce choix le vecteur z = wy + - - - + w, est
un vecteur cyclique dans F'. En effet si

P(V)(z) = P(V)(w1) + - + P(V)(w;) = 0

alors Vi € {1, ..., s} P(V)(w;) =0, donc
P € (Lvuw), Vi € {1, ..., s} soit
P c (LV,wl Ng -+ Ng Lv7w8)g et

Ly, Ny -+ Ny Ly, est le polynome annu-
lateur de plus petit degré de z dont le degré
> ico deg(Ly uwy = > 1o dim(W;) = dim(F)

est précisemment la dimension de F'.

Arithmétique des p.g.c.d. et des p.p.c.m. des polynémes
de K[D]

Corollaire de représentation des
sous-espaces vectoriels stables de V(V,y)
: Soit F' un sous-espace vectoriel de E =V (V,y)
alors il existe un unique idéal a gauche I de K[D|
tel que V= I(y) et (Lv,), C I.

Preuve :

e Existence : Soit z un vecteur cyclique pour F'
alors si d = fv,(2) Vg Ly, et £ = d(V)(y)
nous savons que Ly, = Ly ¢d. Cette ¢galité
entraine V(V,&) = K|[DJ()(d),(y) et
(Lvy)y C (d),. Nous posons fy,(z) = f x d
alors, si k = dim(F), f est un polynome de
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degré au plus k — deg(d) — 1 tel que
f(V) (&) = z, sachant que
dim (V(V,§)) = deg (Ly¢) = k — deg(d)

cest que z € V(V,€) et f = fve(z). On a
alors

d = fV,y(Z)\/gLV,y = fV,S(Z)d\/gLV,ﬁd = (fv,g(z)ngV,g)d

ce qui donne fy¢(2) V, Ly ¢ = 1, nous savons
alors que, puisque z € V(V,&) on a
V(V,§) = V(V,z) = F. On a donc
F = (d),(y) ou (Lv ), C (d), : ce qui montre
'existence de I.

e Si [ et J sont deux idéaux de K[D] tels que
F = I(y) = J(y) nous savons alors, d’apres le
lemme de la page 46, que
I + (Lvy)y = J + (Lyy)g; Si de plus
(Lvy)g C I et (Lvy)y, <C J alors
I+ (LV,y)g = J + (LV,y)g devient I = J :
ce qui prouve l'unicité de 1.

L’application ® qui a un idéal I tel que
(Lvy)y C I associe 1(y) (sous-espace vectoriel
de E stable pour V) est :

e une bijection additive (i.e. telle que
I+ J)=D(I)+ P(J)) de l'ensemble des
idéaur de K|[D] contenant (Ly,), vers
[’ensemble des sous-espaces vectoriels de E
stables pour V,
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e croissante pour l'inclusion (des idéauz).

Par Uaction de ! et des résultats qui précédent
nous en déduisons le

Corollaire de factorialité simple de K[D]
au sens des p.p.c.m. : si la caractéristique
de K supposé de dimension infinie sur Kp son
corps des constantes est telle que toute connex-
ion vectorielle sur un espace vectoriel de dimension
finie n’est pas nilpotente alors si un polynome P
de K[D] admet une décomposition, en un produit
d'un élément a € K et du p.p.c.m. a gauche de r
éléments irréductibles Py, ..., P de K[D] alors
'l admet une autre décomposition telle que si

P=axP Ny NgP;=bxLiNy--- Ny L,

alorsa=bet {P|1 <s<r}={L;|1<j<r}

Preuve : Ce résultat est déja prouvé si on note

que { P71 < s <rpet {Lj]1 < j < r}sont les

ensembles formés par les valeurs des suites finies
" .., Pret Ly, ..., L.

De la factorialité simple vers la factorialité semi-simple de K[D)]

Il s’agit ici de traduire en termes d’opérateurs de
K[D] la propriété de décomposition unique des en-
tiers en produit de puissances finies de nombres
premiers (décomposition semi-simple) en place de
décomposition unique de certains entiers en pro-
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duit fini de nombres premiers distincts
(décomposition simple), et par la méme de donner
en terme d’opérateurs de K [D] un sens a opérateur

puissance finie d'un opérateur irréductible.
(A Suivre...)
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